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Abstract. Through the Schwarz lemma, we provide a new point of view
on three well-known results of the geometry of hyperbolic surfaces. The first
result deal with the length of closed geodesics on hyperbolic surfaces with
boundary ([Thu86, Par05, PT10]). The two others give sharp lower bounds on
two metric invariants : the length of the shortest non simple closed geodesic,
and the radius of the biggest embedded hyperbolic disk ([Yam82]). We also
discuss a question of Papadopoulos and The´ret ([PT10]) about the length of
arcs on surfaces with boundary.
In a sequel [Gen14], we use a generalization of the Schwarz lemma ([Yau73])
to study the injectivity radius of surfaces with bounded curvature.
1. Introduction
Dans cet article et sa suite [Gen14], nous nous inte´ressons aux applications du
lemme de Schwarz a` la ge´ome´trie des surfaces.
1.1. Contenu de l’article. Le lemme de Schwarz, interpre´te´ ge´ome´triquement
par Pick, semble peu utilise´ en ge´ome´trie hyperbolique. Pourtant, il permet de
comparer a` peu de frais des surfaces hyperboliques tre`s diffe´rentes. Avec le lemme
de Schwarz, nous allons revisiter trois the´ore`mes classiques de la ge´ome´trie des
surfaces hyperboliques. Nous verrons comment ce point de vue nouveau produit
des preuves simples, courtes et ne ne´cessitant que peu de calculs.
Le premier the´ore`me (Thurston [Thu86], Parlier [Par05]) affirme que l’on peut
de´croˆıtre les longueurs de toutes les ge´ode´siques ferme´es d’une surface hyperbolique
a` bord, quitte a` diminuer la longueur du bord. Nous ame´liorons ce the´ore`me, puis
nous discutons le proble`me analogue pour les arcs. Nous re´pondons ainsi a` une
question de Papadopoulos et The´ret ([PT10]). Ceci occupe la partie 2 de l’article.
Les deux autres the´ore`mes (Yamada [Yam82]) donnent des bornes infe´rieures
optimales sur deux invariants me´triques des surfaces hyperboliques : la longueur
de la plus courte ge´ode´sique ferme´e non simple, et la borne supe´rieure du rayon
d’injectivite´. Ces re´sultats sont respectivement rede´montre´s dans les parties 3 et 4.
Pour minorer la borne supe´rieure du rayon d’injectivite´, nous nous ramenons aux
surfaces hyperboliques a` pointes, afin de travailler avec une re´gion cuspidale. Nous
faisons alors appel a` un re´sultat de Seppa¨la¨ et Sorvali ([SS93] et appendice A) sur
l’aire des re´gions cuspidales.
1.2. Suite. Dans [Gen14] nous e´tablissons des ine´galite´s optimales sur la borne
supe´rieure du rayon d’injectivite´ des surfaces a` courbure borne´e |K| ≤ 1. Le lemme
de Schwarz, sous une forme due a` Yau ([Yau73]), tient a` nouveau un roˆle cle´.
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21.3. Conventions. Sauf mention du contraire, une surface est suppose´e connexe
et sans bord. Une me´trique hyperbolique est une me´trique comple`te a` courbure
constante −1. Le bord d’une surface hyperbolique est toujours suppose´ ge´ode´sique.
Soit X une surface hyperbolique a` bord non vide. Un arc est une immersion
d’un intervalle compact dansX telle que les extre´mite´s, et seulement les extre´mite´s,
sont envoye´es sur le bord ∂X . Les homotopies, ou les isotopies, pre´servent chaque
composante de bord mais ne la fixe pas ne´cessairement point-a`-point. Chaque
classe d’homotopie d’arcs admet un repre´sentant de longueur minimale, il s’agit
de l’unique repre´sentant ge´ode´sique orthogonal au bord. Nous parlerons parfois
d’un arc pour de´signer sa classe d’homotopie, dans ce cas la longueur de l’arc est
celle de son plus court repre´sentant.
Une application conforme est une application pre´servant les angles non oriente´s.
Nous la supposons a` de´rive´e partout non nulle.
1.4. Remerciements. Je remercie Christophe Bavard pour des e´changes qui ont
suscite´ ce travail.
2. Contraction des ge´ode´siques, non contraction des arcs
2.1. Contraction des ge´ode´siques des surfaces a` bord. Commenc¸ons par
rappeler la version de Pick du lemme de Schwarz :
Lemme de Schwarz. Une fonction holomorphe f : D → D est ou bien une
isome´trie hyperbolique, ou bien une application contractante au sens ou` ‖dfz‖ < 1
en tout point z de D, la norme e´tant celle induite par la me´trique hyperbolique.
Remarque 2.1. L’e´nonce´ reste vrai pour une fonction anti-holomorphe.
La bijectivite´ caracte´rise les automorphismes parmi les applications holomorphes
du disque dans lui-meˆme, le lemme de Schwarz-Pick se reformule donc de la
manie`re suivante : une application holomorphe f : D→ D est ou bien bijective et
il s’agit d’une isome´trie, ou bien contractante. Le cas des applications conformes
sera particulie`rement utile par la suite.
Corollaire 2.1. Une application conforme entre deux surfaces hyperboliques sans
bord est ou bien surjective, ou bien contractante. Si elle est surjective, alors il
s’agit d’un reveˆtement riemannien non singulier.
Remarque 2.2. Une application conforme entre deux surfaces hyperboliques
ferme´es est surjective, car elle est ouverte et ferme´e.
De´monstration. Soit f : X → Y une application conforme entre deux surfaces
hyperboliques sans bord. Selon le lemme de Schwarz, cette application est ou bien
une isome´trie locale, ou bien contractante. Clairement, f est une isome´trie locale
si et seulement si l’image re´ciproque de la me´trique de f(X) (induite par celle de
Y ) co¨ıncide avec la me´trique de X . Or la me´trique de X se caracte´rise comme
l’unique me´trique comple`te a` courbure constante −1 dans sa classe conforme.
Nous observons que f est une isome´trie locale si et seulement si f(X) = Y . La
comple´tude est la proprie´te´ cle´.
Si f est une isome´trie locale surjective, alors il en va de meˆme pour n’importe
lequel de ses releve´s f˜ : D→ D. Comme ce releve´ envoie une ge´ode´sique de D sur
une ge´ode´sique de D, il est ne´cessairement injectif. Donc f˜ est une isome´trie de
D, et f est un reveˆtement non singulier. 
L’application conforme non surjective la plus simple est l’inclusion. Nous allons
construire deux types d’inclusions, nous nous inte´resserons surtout au deuxie`me.
Soit X une surface hyperbolique, et Σ ⊂ S un ensemble discret de points.
Nous de´signons par S la surface lisse sous-jacente a` X . D’apre`s le the´ore`me de
3Poincare´-Koebe, il existe une unique structure hyperbolique Y sur S \Σ telle que
l’inclusion Y →֒ X soit conforme, donc contractante. Notez qu’a` chaque point
de Σ correspond une pointe de Y . Cette me´thode, permettant de comparer une
surface compacte avec une surface non compacte, a e´te´ introduite par R. Brooks
([Bro99]), et reprise par F. Balacheff, E. Makover et H. Parlier ([BMP]).
Nous allons maintenant construire des inclusions entre des surfaces hyperbo-
liques d’aires infinies suivant une ide´e qui remonte au moins a` L. Bers ([Ber76]).
Cette construction repose sur la correspondance entre les structures conformes et
les me´triques hyperboliques sur une surface donne´e, donc sur le the´ore`me d’uni-
formisation de Poincare´-Koebe.
On appelle vasque (funnel en anglais) une partie d’une surface hyperbolique
isome´trique au quotient {z ∈ H ; Re(z) > 0}/〈z 7→ αz〉 pour un certain nombre
re´el α > 1. Il s’agit d’un bout d’aire infinie borde´ par une ge´ode´sique ferme´e simple
de longueur ln(α). Une vasque est home´omorphe au cylindre ouvert S1×]0,+∞[,
et d’un point de vue conforme est e´quivalente a` une couronne de module π2/ ln(α).
En particulier, une vasque admet une compactification conforme canonique, qui
s’identifie au quotient {z ∈ H ; Re(z) ≥ 0} ∪R∗+/〈z 7→ αz〉.
Soit X̂ une surface hyperbolique sans bord ayant au moins une vasque. En
ajoutant une petite couronne a` l’une des vasques, nous obtenons une surface Ŷ
munie d’une structure conforme pour laquelle l’inclusion f : X̂ →֒ Ŷ est conforme.
En vertu du corollaire ci-dessus, l’inclusion f est contractante relativement aux
me´triques de Poincare´ sur X̂ et Ŷ . Conside´rons le facteur conforme φ : X̂ → R∗+
de´fini par φ(x) = ‖dfx‖ en tout point x de X̂. Comme f est contractante, nous
avons 0 < φ < 1 sur X̂. En particulier, pour tout sous-ensemble compact K ⊂ X̂ ,
il existe 0 < λ < 1 tel que 0 < φ < λ < 1 sur K.
Nous appelons cœur convexe de X̂ la plus petite sous-surface convexe contenant
toutes les ge´ode´siques ferme´es de X̂ . Il s’agit simplement du comple´mentaire des
vasques dans X̂. Lorsque le cœur convexe est d’aire finie, nous pouvons prendre
pour K un compact contenant toutes les ge´ode´siques ferme´s simples de X̂ (voir le
corollaire A.5), nous avons alors ℓγ(Ŷ ) ≤ λℓγ(X̂) pour toute classe d’isotopie γ de
courbe ferme´e simple. Remarquez que Ŷ se re´tracte par de´formation sur X̂, il y
a donc une identification canonique entre les classes d’isotopie de courbes ferme´es
de X̂ et celles de Ŷ .
Soit X une surface hyperbolique a` bord ge´ode´sique non simplement connexe.
Le reveˆtement universel X˜ se re´alise comme un sous-ensemble convexe de H borde´
par une infinite´ de ge´ode´siques disjointes. Sur X˜ agit un sous-groupe discret sans
torsion Γ 6 Isom(H) tel que X soit isome´trique a` X˜/Γ. Nous appelons extension
de Nielsen de X la surface X̂ = H/Γ. Il s’agit, a` isome´trie pre`s, de l’unique surface
hyperbolique sans bord dont le cœur convexe est isome´trique a`X . Le raisonnement
ci-dessus applique´ a` l’extension de Nielsen de X donne :
Lemme de contraction. Soit X une surface hyperbolique d’aire finie et a` bord
non vide. Soit Ŷ une surface hyperbolique obtenue en ajoutant une couronne a`
l’une des vasques de l’extension de Nielsen X̂ de X. Alors l’inclusion X̂ →֒ Ŷ est
contractante, et il existe un nombre re´el 0 < λ < 1 tel que
ℓγ(Ŷ ) ≤ λℓγ(X̂)
pour toute classe d’isotopie de ge´ode´sique ferme´e simple γ. L’ine´galite´ ci-dessus
reste e´videmment vraie si l’on remplace X̂ et Ŷ par leurs cœurs convexes X et Y .
Remarques 2.1. (1) Lorsque X est compacte, nous avons ℓγ(Y ) ≤ λℓγ(X)
avec 0 < λ < 1 pour toute ge´ode´siques ferme´e γ.
4(2) Par densite´ des multi-ge´ode´siques a` poids rationnels, et par continuite´ de
la fonctionnelle longueur, l’ine´galite´ s’e´tend aux laminations ge´ode´siques
mesure´es ne contenant aucun arc (voir § 2.3).
(3) Nous ne savons pas si l’inclusion X̂ →֒ Ŷ envoie X a` l’inte´rieur de Y .
Ce re´sultat ame´liore et simplifie des re´sultats ante´rieurs. Ainsi, W.P. Thurston
a montre´ comment modifier une structure hyperbolique sur une surface a` bord de
manie`re a` re´duire les longueurs de toutes les ge´ode´siques ferme´es. Son travail n’a
pas e´te´ publie´, mais on trouve un expose´ de sa me´thode dans l’article [PT10] de
A. Papadopoulos et G. The´ret. Le meˆme re´sultat a e´te´ de´montre´ inde´pendamment
par H. Parlier ([Par05]). En fait, leurs constructions sont e´quivalentes (il s’agit de
travailler dans un pantalon), mais l’approche de Thurston produit un meilleur
controˆle sur les longueurs, du type ℓγ(Y ) ≤ ℓγ(X) − ε pour un certain ε > 0
inde´pendant de γ.
2.2. Les identite´s ge´ome´triques vues comme obstruction. Conside´rons une
surface hyperbolique orientable X d’aire finie et a` bord non vide. Les ge´ode´siques
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ou` b1, . . . , bk sont les composantes du bord ∂X , {γ, δ} parcourt les paires de
ge´ode´siques ferme´es simples bordant un pantalon avec b1, et η parcourt l’ensemble
des ge´ode´siques ferme´es simples bordant un pantalon avec b1 et bi. Afin de faciliter
la lecture de la formule, nous utilisons le nom d’une ge´ode´sique pour de´signer sa
longueur.
Les termes ge´ne´raux des deux se´ries sont des fonctions strictement croissantes
en les variables b1, . . . , bk, et strictement de´croissantes en les variables γ, δ, η. Nous
en de´duisons l’impossibilite´ d’augmenter les longueurs de toutes les ge´ode´siques
ferme´es simples a` longueurs de bords fixe´es :
Proposition 2.2 (Mirzakhani). Soient X et Y deux me´triques hyperboliques
d’aire finie sur une surface a` bord non vide. Supposons que ℓbi(X) = ℓbi(Y ) pour
toute composante de bord bi. Si ℓγ(X) ≤ ℓγ(Y ) pour toute classe d’isotopie de
ge´ode´sique ferme´e simple γ, alors X et Y sont isotopes.
Conside´rons une surface hyperbolique X d’aire finie et a` bord non vide, nous ne
supposons plus X orientable. Les arcs ge´ode´siques orthogonaux au bord satisfont











ou` α parcourt l’ensemble des arcs ge´ode´siques orthogonaux a` ∂X , et R de´signe le
dilogarithme de Rogers. Le terme ge´ne´ral de la se´rie est une fonction strictement
de´croissante de la longueur de α. Nous en de´duisons (formule de Gauss-Bonnet)
l’impossibilite´ d’augmenter les longueurs des arcs orthogonaux a` topologie fixe´e :
Proposition 2.3 (Bridgeman). Soient X et Y deux me´triques hyperboliques d’aire
finie sur une surface a` bord non vide. Si ℓα(X) ≤ ℓα(Y ) pour toute classe d’isotopie
d’arc α, alors X et Y sont isotopes.
Cette proposition re´pond a` une question de Papadopoulos et The´ret ([PT10]).
Question 2.1. Peut-on remplacer arc par arc simple dans la proposition ?
52.3. Espaces de Teichmu¨ller et laminations ge´ode´siques mesure´es. Dans
ce paragraphe, nous introduisons des objets classiques de topologie et ge´ome´trie des
surfaces. Ils interviendront de manie`re essentielle dans les preuves des propositions
a` venir. Pour plus de de´tails, nous recommandons les livres [IT92, Hub06] sur les
espaces de Teichmu¨ller, et les livres [Bon, PH92] sur les laminations ge´ode´siques.
Espaces de Teichmu¨ller. Soit S une surface admettant une me´trique hyperbolique
d’aire finie. L’espace de Teichmu¨ller Teich(S) est l’espace des classes d’isotopie de
me´triques hyperboliques sur S. C’est une varie´te´ lisse diffe´omorphe a` une boule
ouverte. Pre´cisons que nous ne supposons pas fixe´es les longueurs des composantes
de bord. A` chaque classe d’isotopie de courbe ferme´e non pe´riphe´rique γ on associe
sa fonction longueur de ge´ode´sique ℓγ : Teich(S)→ R∗+, qui en un point [X ] donne
la longueur ℓγ(X) de l’unique ge´ode´sique dans la classe γ. Ces fonctions sont lisses.
Me´trique de Weil-Petersson. L’espace de Teichmu¨ller Teich(S) admet une me´trique
riemannienne a` courbure sectionnelle ne´gative dite de Weil-Petersson. Bien que
non comple`te, cette me´trique posse`de de bonnes proprie´te´s : elle est uniquement
ge´ode´sique, et les hessiens des fonctions longueur de ge´ode´sique sont de´finis positifs
(S. Wolpert [Wol87]).
Le comple´te´ de Weil-Petersson de l’espace de Teichmu¨ller s’appelle l’espace de
Teichmu¨ller augmente´. Sans entrer dans les de´tails, disons qu’un point du bord
consiste en une surface hyperbolique dont certaines ge´ode´siques ferme´es simples
disjointes sont de longueurs nulles (voir H. Masur [Mas76]).
Systole. La systole d’une me´trique hyperbolique sur S est la longueur de sa plus
courte ge´ode´sique ferme´e non pe´riphe´rique. En tant que minimum des fonctions
longueur de ge´ode´sique, la systole de´finit une fonction continue sur Teich(S). Si S
est ferme´e, alors la systole est borne´e supe´rieurement sur l’espace de Teichmu¨ller.
Laminations ge´ode´siques mesure´es. Fixons une me´trique hyperbolique X sur S.
Une lamination ge´ode´sique η de X est un ferme´ de S qui se de´compose en une
union disjointe de
– ge´ode´siques ferme´es simples pouvant eˆtre des composantes de bord,
– ge´ode´siques simples infinies n’allant pas a` l’infini dans une re´gion cuspidale,
– arcs ge´ode´siques simples orthogonaux au bord ∂S en leurs extre´mite´s.
Une mesure transverse a` η est une mesure de´finie sur chaque arc transverse a` η,
et invariante par les isotopies pre´servant η. Une lamination ge´ode´sique mesure´e
est une lamination ge´ode´sique munie d’une mesure transverse dont le support est
la lamination toute entie`re. Les laminations ge´ode´siques mesure´es les plus simples
sont celles dont toutes les feuilles sont compactes (ne´cessairement en nombre fini).
Soit η une lamination ge´ode´sique forme´e d’un nombre fini de feuilles compactes.
Toute mesure transverse a` η s’e´crit comme une combinaison line´aire a` cœfficients
positifs
∑
i aii(ηi, ·), ou` ηi parcourt l’ensemble des feuilles de η, et i(·, ·) de´signe
la fonction nombre d’intersection. Nous notons
∑
i aiηi la lamination ge´ode´sique





L’ensemble ML(X) des laminations ge´ode´siques mesure´es de X posse`de une
structure line´aire par morceaux entie`re, pour laquelle les points entiers sont les
combinaisons line´aires a` cœfficients entiers
∑
i aiηi. La multiplication des mesures
transverses par les nombres re´els positifs fait de ML(X) un coˆne. Les points
rationnels de ML(X) sont les multiples rationnels des points entiers.
Soit S(X) l’ensemble des ge´ode´siques ferme´es simples ne bordant ni un disque
ni un ruban de Mœbius (parmi lesquelles nous comptons les composantes de bord).
L’espace ML(X) se plonge topologiquement dans l’espace affine RS(X) muni de
la topologie produit. Le projectifie´ PML(X) est home´omorphe a` une sphe`re de
6dimension finie. La fonctionnelle longueur η 7→ ℓη(X) de´finie plus haut se prolonge
en une fonction continue sur ML(X).
E´tant donne´e une deuxie`me me´trique hyperbolique Y , les espaces ML(X) et
ML(Y ) sont canoniquement isomorphes relativement a` leurs structures line´aires
par morceaux entie`res. Aussi, nous parlerons de laminations ge´ode´siques mesure´es
sans avoir fixe´e au pre´alable une me´trique hyperbolique sur S, et nous utiliserons
les notations transparentes ML(S) et PML(S).
2.4. Contraction de tous les arcs sauf d’un nombre fini. Commenc¸ons par
rappeler un fait bien connu :
Proposition 2.4. Soient X et Y deux me´triques hyperboliques d’aire finie sur
une surface a` bord non vide S. S’il existe une ge´ode´sique orientable γ telle que
ℓγ(Y ) < ℓγ(X), alors l’ine´galite´ ℓα(Y ) < ℓα(X) est satisfaite par une infinite´
d’arcs simples α.
De´monstration. Soit U ⊂ML(S) le coˆne ouvert forme´ des laminations ge´ode´siques
mesure´es η telles que ℓη(Y ) < ℓη(X). Cet ouvert se projette sur un ouvert U¯ de
PML(S) contenant γ.
Soit τγ le twist de Dehn selon la ge´ode´sique γ. E´tant donne´ un arc simple α
intersectant γ, la suite (τnγ (α))n converge vers γ dans PML(S) (proposition 3.4
de [FM12]). En conse´quence, U¯ contient une infinite´ d’arcs τnγ (α). 
Les propositions suivantes montrent que l’on peut de´croˆıtre les longueurs de
tous les arcs sauf d’un nombre fini. Selon la proposition 2.3 on ne peut pas faire
mieux.
Proposition 2.5. Soient X et Y deux me´triques hyperboliques d’aire finie sur
une surface a` bord non vide S. S’il existe un nombre re´el 0 < λ < 1 tel que
ℓγ(Y ) ≤ λℓγ(X) pour toute classe d’isotopie de ge´ode´sique ferme´e simple γ. Alors
il y a seulement un nombre fini de classes d’isotopie d’arcs simples α telles que
ℓα(Y ) ≥ ℓα(X).
Remarque 2.3. (1) La proposition est probablement vraie pour tous les arcs,
et pas seulement pour les arcs simples. La proposition ci-dessous va dans
ce sens.
(2) La meˆme preuve permet de montrer que, pour tout ε > 0, il y a seulement
un nombre fini d’arcs simples α tels que ℓα(Y ) ≥ (λ + ε)ℓα(X).
De´monstration. Soit U ⊂ML(S) le coˆne ouvert forme´ des laminations ge´ode´siques
mesure´es η telles que ℓη(Y ) < ℓη(X). Cet ouvert se projette sur un ouvert U¯ de
PML(S). Conside´rons (αn)n une suite d’arcs simples distincts convergeant vers
un point α∞ dans PML(S). Pour prouver la proposition, il suffit de montrer que
α∞ appartient a` U¯ .
Les αn sont des points entiers distincts de ML(S). De ce fait, la suite (αn)n
n’est contenue dans aucun sous-ensemble compact de ML(S). Nous en de´duisons
qu’il existe une ge´ode´sique ferme´e simple γ0 telle que la suite (i(αn, γ0))n ne soit
pas borne´e. Quitte a` prendre une sous-suite, nous supposons que i(αn, γ0) tend
vers l’infini avec n.
Pour toute composante de bord bi, le rapport i(αn, bi)/i(αn, γ0) ≤ 2/i(αn, γ0)
tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Nous en de´duisons qu’aucune feuille de la
lamination sous-jacente a` α∞ n’est un arc. Suivant la remarque 2.1 (2), la classe
projective α∞ appartient a` U¯ . 
Proposition 2.6. Soit X une surface hyperbolique compacte a` bord non vide. Soit
Y le cœur convexe d’une surface hyperbolique Ŷ obtenue en ajoutant une couronne
7a` l’une des vasques de l’extension de Nielsen X̂ de X. Alors, seul un nombre fini
d’arcs α satisfont ℓα(Y ) ≥ ℓα(X).
De´monstration. Pour chaque composante de bord bi de X , nous choisissons une
isotopie Hi entre bi et la ge´ode´sique de Ŷ isotope a` bi. Nous notons A la longueur
maximale des chemins t 7→ Hi(t, x) ou` x est un point du bord ∂X . Par le lemme de
contraction, il existe 0 < λ < 1 tel que l’inclusion X̂ →֒ Ŷ contracte les longueurs
d’un facteur λ.
Soit a : [0, 1]→ X un arc ge´ode´sique orthogonal a` ∂X en ses extre´mite´s, et soit
α la classe d’isotopie de cet arc. En concate´nant a avec les chemins t 7→ Hi0(t, a(0))
et t 7→ Hi1(t, a(1)) nous obtenons un arc de Ŷ de longueur majore´e par λℓ(a)+2A.
Nous en de´duisons que si ℓα(X) ≥ 2A/(1− λ) alors ℓα(Y ) ≤ ℓα(X).
Nous concluons en remarquant qu’il y a seulement un nombre fini de classes
d’isotopie d’arcs α de longueurs ℓα(X) < 2A/(1− λ). 
2.5. Non contraction des ge´ode´siques. Nous pre´sentons une preuve courte et
originale d’un re´sultat bien connu :
Proposition 2.7 (Thurston). Soient X et Y deux me´triques hyperboliques sur
une surface ferme´e S. Si ℓγ(Y ) ≤ ℓγ(X) pour toute classe d’isotopie de courbe
ferme´e simple γ, alors les me´triques X et Y sont isotopes.
De´monstration. Par l’absurde, nous supposons que X et Y ne sont pas isotopes, et
que ℓγ(Y ) ≤ ℓγ(X) pour toute classe d’isotopie γ. Les points [X ] et [Y ] de l’espace
de Teichmu¨ller Teich(S) e´tant distincts, il existe une ge´ode´sique de Weil-Petersson
t 7→ c(t) telle que c(0) = [Y ] et c(t0) = [X ] pour un certain t0 > 0.
Pour toute classe d’isotopie γ, l’hypothe`se ℓγ(Y ) ≤ ℓγ(X) et la stricte convexite´
de ℓγ ◦ c entraˆınent que la de´rive´e de ℓγ ◦ c est minore´e par une constante positive
pour les temps t ≥ t0. Nous en de´duisons que la systole croˆıt strictement le long
de la ge´ode´sique c pour les temps t ≥ t0. En conse´quence, la ge´ode´sique c est
comple`te en les temps positifs (the´ore`me de Masur, voir § 2.3).
Fixons un nombre re´el positif A, et notons γ1, . . . , γn les ge´ode´siques ferme´es de
X de longueur au plus A. Nous venons de voir que les de´rive´es des fonctions ℓγi ◦ c
sont minore´es par une meˆme constante positive sur [t0,+∞[. Comme les autres
fonctions longueur de ge´ode´sique sont croissantes le long de c, nous en de´duisons
que sys(c(t)) ≥ A pour les temps t suffisamment grand. Ceci contredit le fait que
la systole est borne´e sur l’espace de Teichmu¨ller. 
Corollaire 2.8. Soient X et Y deux me´triques hyperboliques non isotopes sur
une surface ferme´e orientable S. Alors il existe une infinite´ de classes d’isotopie
de courbes ferme´es simples γ telles que ℓγ(Y ) < ℓγ(X).
De´monstration. Soit U ⊂ML(S) le coˆne ouvert forme´ des laminations ge´ode´siques
mesure´es η telles que ℓη(Y ) < ℓη(X). Cet ouvert se projette sur un ouvert U¯ de
PML(S). Selon la proposition pre´ce´dente, les ouverts U et U¯ sont non vides.
Comme l’action du groupe modulaire sur PML(S) est minimale, il vient que
U¯ contient une infinite´ de courbes ferme´es simples. 
3. Longueur minimale des lacets avec auto-intersection
Dans cette partie, nous e´tendons un the´ore`me de A. Yamada ([Yam82]) aux
surfaces non orientables. Pour des re´fe´rences et une preuve diffe´rente de celle de
Yamada on peut consulter le § 4.2 de [Bus92].
The´ore`me 3.1. Si γ est une ge´ode´sique ferme´e primitive et non simple d’une
surface hyperbolique (e´ventuellement a` bord ge´ode´sique), alors ℓ(γ) ≥ 2arccosh(3).
8Le cas d’e´galite´ est uniquement re´alise´ par les trois ge´ode´siques re´alisant la systole
du pantalon a` trois pointes.
De´monstration. Nous nous ramenons au cas ou` γ est home´omorphe a` un huit en
suivant la preuve du the´ore`me 4.2.4 de [Bus92]. Nous appelons X la plus petite
sous-surface a` bord ge´ode´sique contenant γ. Cette sous-surface se re´tracte sur un
voisinage tubulaire de γ, d’ou` sa caracte´ristique d’Euler-Poincare´ vaut −1. Ainsi
X est un pantalon, une bouteille de Klein a` un bord, ou un plan projectif a` deux
bords. Ces diffe´rents cas sont repre´sente´s sur la premie`re colonne de la figure 1,




Figure 1. Configurations topologiques
Quitte a` appliquer le lemme de contraction (§ 2.1), nous supposons les bords
de X de longueur nulle (deuxie`me colonne de la figure 1). En de´coupant trois
arcs, nous de´composons X en deux triangles ide´aux. Un, deux ou tous les arcs
sont supporte´s par le lieu des points fixes de l’involution hyperelliptique ιX de
X . Rappelons que, dans chaque pantalon de la figure 1, ce lieu des points fixes
consiste en l’union des perpendiculaires communes (voir la partie 1 de [Gen05]).
Nous comple´tons les arcs fixe´s point-a`-point par ιX en un syste`me maximal d’arcs
comme indique´ sur la troisie`me colonne de la figure 1. Le syste`me d’arcs obtenu
est globalement invariant par ιX , et au moins un des arc est fixe´ point-a`-point
par ιX . Ainsi, les deux triangles ide´aux sont images l’un de l’autre par la re´flexion
suivant un des arcs (quatrie`me colonne de la figure 1). Nous voyons tout de suite
que la longueur de γ est supe´rieure a` la longueur des perpendiculaires communes
repre´sente´es sur le dessin de droite de la premie`re ligne de la figure 1. 
4. Minoration du rayon d’injectivite´ des surfaces hyperboliques
Dans cette partie, nous donnons une preuve nouvelle du the´ore`me ci-dessous duˆ
a` A. Yamada ([Yam82]). Cette preuve a l’avantage d’eˆtre particulie`rement courte,
9comple`te (nous traitons aussi le cas d’e´galite´), et ne ne´cessite que peu de calculs.
Une autre preuve du the´ore`me de Yamada a aussi e´te´ obtenue par F. Fanoni en
utilisant les me´thodes de´veloppe´es dans [Fan13].
Notations. E´tant donne´e une surface hyperbolique X , nous notons Rx(X) le
rayon d’injectivite´ au point x ∈ X , et R(X) = supx∈X Rx(X) la borne supe´rieure
du rayon d’injectivite´ sur X .
The´ore`me (Yamada). Soit X une surface hyperbolique orientable sans bord. Nous
avons R(X) ≥ arcsinh(2/√3), avec e´galite´ si et seulement si X est isome´trique a`
la sphe`re a` trois pointes.
Remarque 4.1. (1) La surface n’est pas suppose´e d’aire finie.
(2) Fanoni ([Fan13]) a e´tabli une ine´galite´ du meˆme type pour les orbisurfaces
hyperboliques.
Notre preuve tient en deux e´tapes : on se rame`ne au cas a` pointes (lemme 4.1
et proposition 4.2), puis on traite ce cas en utilisant la ge´ome´trie des re´gions
cuspidales (proposition 4.3). Nous ferons appel a` diffe´rentes techniques : ligne de
partage, lemme de Schwarz, cercles isome´triques, empilement d’horodisques. Nous
effectuerons au § A.0.1 des rappels concernant les re´gions cuspidales et les cercles
isome´triques. Les configurations de cercles isome´triques expliquent (a` travers la
proposition A.4 et le lemme A.6) pourquoi la borne arcsinh(2/
√
3) n’est plus va-
lable en dimensions supe´rieures (comparer avec le the´ore`me 1.3 de [Gen11]).
4.1. Existence d’une petite ge´ode´sique ferme´e dans le cas sans pointe.
Lemme 4.1. Soit X une surface hyperbolique orientable sans pointe n’admettant
aucune ge´ode´sique ferme´e de longueur infe´rieure a` 2arcsinh(
√
3/2). Alors le rayon
d’injectivite´ de X ve´rifie R(X) > arcsinh(2/
√
3).
De´monstration. Nous supposons que X satisfait les hypothe`ses de l’e´nonce´. Soit
(δj)j∈J une famille maximale de ge´ode´siques ferme´es simples disjointes satisfaisant
2arcsinh(2/
√
3) ≥ ℓ(δj) ≥ 2arcsinh(
√
3/2).
Les voisinages collier de largeur arcsinh(
√
3/2) autour des δj sont disjoints (voir
[Bus92] § 4.1). Nous supposons la famille (δj)J non vide, et la fonction distance
x 7→ dX(x,∪Jδj) majore´e. Si l’une de ces hypothe`ses est contredite, alors le lemme
est ve´rifie´.
Pour commencer, nous montrons qu’il existe un point x0 ∈ X a` une distance
supe´rieure a` arcsinh(2/
√
3) de ∪Jδj . Nous notons (δ˜l)l∈L la famille des ge´ode´siques
du reveˆtement universel X˜ au-dessus des δj . L’ensemble des points de X˜ dont la
distance a` ∪Lδ˜l est re´alise´e par au moins deux δ˜l s’appelle la ligne de partage
(voir [Bav05]). Il s’agit d’un graphe ge´ode´sique, dont la projection partage X
en anneaux. Comme x 7→ dX(x,∪J δj) est suppose´e borne´e, la ligne de partage
admet au moins un sommet x˜0. La distance d entre x˜0 et ∪Lδ˜l est re´alise´e par au
moins trois ge´ode´siques δ˜1, δ˜2, δ˜3. Quitte a` changer les indices, nous supposons que
l’angle ϕ entre les segments issus de x˜0 orthogonaux a` δ˜1 et δ˜2 est au plus 2π/3.
Dans le pentagone de la figure 2, le coˆte´ oppose´ a` x˜0 est de longueur supe´rieure
a` 2arcsinh(
√
3/2) (en raison des voisinages collier). Par trigonome´trie dans un
trirectangle moitie´ du pentagone nous trouvons d > arcsinh(2/
√
3). Nous notons
x0 la projection de x˜0 dans X .
Maintenant, nous minorons la longueur des lacets base´s en x0 en distinguant
trois cas. Soit γ un lacet ge´ode´sique base´ en x0. Si γ est isotope a` une ge´ode´sique
disjointe de ∪Jδj , alors ℓ(γ) > 2arcsinh(2/
√






Figure 2. Le pentagone
isotope a` une ge´ode´sique δj , alors sinh(γ/2) ≥ sinh(δj/2) cosh(d) >
√
7/2. Si γ
intersecte ∪Jδj, alors ℓ(γ) ≥ 2dX(x0,∪Jδj) > 2arcsinh(2/
√
3). 
4.2. Re´duction au cas a` pointes.
Proposition 4.2. Pour toute surface hyperbolique orientable sans pointe X, il
existe une surface hyperbolique orientable a` pointes Y telle que R(X) ≥ R(Y ).
Remarque 4.2. Si R(X) ≤ arcsinh(2/√3) alors nous pouvons prendre Y avec au
plus deux pointes (voir la preuve ci-dessous), donc distincte du pantalon a` trois
pointes.
De´monstration. Nous supposons R(X) ≤ arcsinh(2/√3), sinon nous prenons Y
isome´trique au pantalon a` trois pointes. Selon le lemme 4.1, il existe une ge´ode´sique
ferme´e simple δ de longueur infe´rieure a` 2arcsinh(
√
3/2).
Soit X ′ l’extension de Nielsen d’une composante connexe de X \ δ. La surface
X ′ contient une ou deux ge´ode´siques s’identifiant a` δ. Chaque bout de X ′ se
re´tractant sur l’une de ces ge´ode´siques admet un bord conforme, Nous collons
un disque e´pointe´ sur chacun de ces bords, et nous obtenons ainsi une surface Y
munie d’une structure conforme, et par suite d’une me´trique hyperbolique. D’apre`s
le lemme de Schwarz (voir § 2.1), l’inclusion X ′ →֒ Y re´duit les distances.
Le rayon d’injectivite´ (relativement a` la surface X) en un point quelconque
x ∈ X \ δ est re´alise´ par un lacet ge´ode´sique γ de longueur infe´rieure ou e´gale
a` 2arcsinh(2/
√
3). Ce lacet ne peut intersecter δ sans contredire le lemme du
collier (voir [Bus92]), il est donc contenu dans X \ δ. Comme l’inclusion re´duit
les distances nous avons ℓX(γ) > ℓY (γ), et le rayon d’injectivite´ de Y en x est
infe´rieur au rayon d’injectivite´ de X en x. Nous controˆlons facilement le rayon
d’injectivite´ dans Y \X ′. Finalement nous avons bien R(X) ≥ R(Y ). 
4.3. Minoration de R pour les surfaces a` pointes.




avec e´galite´ si et seulement si la surface est isome´trique au pantalon a` trois pointes.
De´monstration. Soit X une surface hyperbolique orientable a` pointes, que nous
supposons non isome´trique a` la sphe`re a` trois pointes. Nous allons montrer que le
rayon d’injectivite´ en un certain point x0 est supe´rieur a` arcsinh(2/
√
3).
Nous choisirons x0 a` l’inte´rieur d’une re´gion cuspidale maximale C. Remarquez
que l’aire de C est supe´rieure a` 4 par un the´ore`me de Seppa¨la¨ et Sorvali (nous
renvoyons a` l’appendice pour plus de de´tails, proposition A.4). Dans la suite, nous
notons hx l’horocycle passant par un point x ∈ C, et cx le lacet ge´ode´sique d’origine
x homotope a` hx.
1) Le point x0. Conside´rons l’ensemble C0 forme´ des points x ∈ C en lesquels
le rayon d’injectivite´ est re´alise´ par cx. Nous supposons C0 contenu dans chacune
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des sous-re´gions cuspidales d’aire 4/
√
3 + ε avec ε > 0. Dans le cas contraire,
la proposition serait trivialement ve´rifie´e vue la relation sinh(ℓ(cx)/2) = ℓ(hx)/2.
Nous en de´duisons l’existence d’un point x0 ∈ C0 re´alisant la borne supe´rieure du
rayon d’injectivite´ sur C0 (travailler sur un sous-ensemble compact de C0).
2) Il y a au moins trois lacets ge´ode´siques re´alisant le rayon d’injectivite´ en x0.
Sinon, en se de´plac¸ant le long de l’horocycle hx0 , nous trouverions un point x1 en
lequel le rayon d’injectivite´ serait uniquement re´alise´ par le lacet cx1 . En partant de
x1 et en suivant la ge´ode´sique orthogonale a` l’horocycle hx0 , nous augmenterions
le rayon d’injectivite´ tout en restant dans C0. Ceci contredirait la de´finition de x0.
Introduisons quelques notations : nous appelons S ⊂ π1(X, x0) l’ensemble des
classes d’homotopie des lacets re´alisant le rayon d’injectivite´ en x0, nous notons
(γi)i∈I la famille des ge´ode´siques ferme´es simples appartenant aux classes d’ho-
motopie libre induites par S.
3) Les ge´ode´siques γi sont disjointes. Nous supposons que ces ge´ode´siques ne
pe´ne`trent pas dans C, sinon la proposition serait ve´rifie´e vu le lemme A.6. Nous
en de´duisons dX(x0, γi) ≥ dX(x0, ∂C) > arccosh(2/
√
3), car C0 est contenu dans
l’adhe´rence de la re´gion cuspidale d’aire 4/
√
3. Nous supposons que les γi sont
de longueur infe´rieure a` 2arcsinh(1), sinon la proposition serait ve´rifie´e vue la
formule (1). Ceci implique que les γi sont disjointes par le lemme du collier.
4) Application du lemme de Schwarz afin de minorer le rayon d’injectivite´ de X
en x0 par la longueur de lacets pe´riphe´riques αs d’une surface Y . Nous construisons
Y comme dans la preuve de la proposition 4.2. Nous prenons l’extension de Nielsen
X ′ de la composante connexe de X \ (∪Iγi) contenant C, puis nous collons des
disques e´pointe´s sur les bouts provenant des γi. De cette fac¸on, nous obtenons
une surface hyperbolique Y telle que l’inclusion X ′ →֒ Y soit conforme, et par
conse´quent re´duise les distances (lemme de Schwarz). Soit αs le lacet ge´ode´sique
de Y dans la classe s ∈ S, nous avons 2Rx0(X) > ℓY (αs).
5) Minoration de supS ℓ(αs). Dans le reveˆtement universel Y˜ , nous fixons un
releve´ x˜0 de x0. A` chaque classe s ∈ S correspond un automorphisme parabolique
δs de Y˜ tel que le segment x˜0δs(x˜0) se projette sur αs. Soit Bs l’horodisque stable
par δs qui se projette sur une re´gion cuspidale d’aire 2. En notant dY˜ (x˜0, Bs) la
distance oriente´e (ne´gative si x˜0 ∈ Bs), nous avons sinh(αs/2) = exp(dY˜ (x˜0, Bs)).
Ainsi, minorer supS αs revient a` minorer supS dY˜ (x˜0, Bs).
Soient s1, s2 ∈ S tels que l’angle entre les demi-ge´ode´siques issues de x˜0 et
orthogonales a` Bs1 et Bs2 soit infe´rieur ou e´gal a` 2π/3. On montre facilement
que la quantite´ sup(dY˜ (x˜0, Bs1), dY˜ (x˜0, Bs2)) est minimale lorsque les horodisques
Bs1 et Bs2 sont tangents et dY˜ (x˜0, Bs1) = dY˜ (x˜0, Bs2) (rappelons que les Bs sont
disjoints, voir remarque A.1). Ainsi supS sinh(ℓ(αs)/2) ≥ 2/
√
3 avec e´galite´ si et
seulement si Y est isome´trique a` la sphe`re a` trois pointes. 
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Annexe A. Cercles isome´triques et bouts cuspidaux
Nous revenons sur le re´sultat de M. Seppa¨la¨ et T. Sorvali ([SS93]) affirmant
que toute pointe d’une surface hyperbolique admet un voisinage consistant en
une re´gion cuspidale d’aire 4. Leur me´thode utilise les cercles isome´triques, nous
reprenons cette ide´e pour prouver le lemme A.6 intervenant dans la preuve de la
proposition 4.3. Les re´sultats de ce paragraphe sont de´ja` connus, a` l’exception du
lemme A.6.
Rappelons qu’une re´gion cuspidale est une partie d’une surface hyperbolique
isome´trique au quotient de l’horodisque B∞ = {z ∈ H ; Im(z) > 1} par un groupe
engendre´ par une transformation z 7→ z + ω avec ω > 0.




avec a, b, c, d ∈ R tels que ad− bc = 1.
Nous supposons que f ne fixe pas l’infini. L’ensemble I(f) des points z tels que la
diffe´rentielle df(z) soit une isome´trie est appelle´ le cercle isome´trique de f . Nous
pouvons le caracte´riser de diffe´rentes manie`res, le lemme suivant est bien connu :
Lemme A.1. Nous avons :
i) I(f) = {z ∈ C ; |cz + d| = 1},
ii) I(f) = {z ∈ C ; f(z)− z ∈ R}.
Regardons plus en de´tail le cas ou` f est hyperbolique. Pour simplifier, nous
supposons que l’axe de f est le cercle centre´ en l’origine de rayon r. Nous notons
d la distance de translation de f , et θ l’angle entre les points de l’axe de f se
situant a` une distance d/2 du point ri. Clairement, les caracte´risations i) et ii)
impliquent :
Lemme A.2. Les cercles isome´triques I(f) et I(f−1) = f(I(f)) ont leurs centres




I(f) et I(f−1) sont disjoints.
Des calculs simples donnent les relations
sinh(d/2) = tan θ,
r = R tan θ.
ou` R de´signe le rayon des cercles isome´triques I(f) et I(f−1).
A.0.2. Bouts cuspidaux. Les cercles isome´triques s’ave`rent utiles pour regarder
comment une homographie f de´place un horodisque B∞ ⊂ H centre´ a` l’infini.
Comme f envoie l’exte´rieur de I(f) sur l’inte´rieur de I(f−1), il vient :
Lemme A.3. Les horodisques B∞ et f(B∞) sont disjoints (resp. tangents) si et
seulement si ils sont disjoints de I(f−1) (resp. tangents a` I(f−1)).
Conside´rons un groupe fuchsien non e´le´mentaire Γ 6 PSL(2,R) posse´dant des
e´le´ments paraboliques. Nous appelons X la surface hyperbolique quotient H/Γ.
Quitte a` conjuguer Γ dans PSL(2,R), nous supposons le stabilisateur de l’infini de
la forme Γ∞ = 〈z 7→ z+ω〉 avec ω > 0. Quitte a` conjuguer une nouvelle fois, nous
supposons que B∞ = {z ∈ H ; Im(z) > 1} est le plus grand horodisque centre´ en
l’infini tel que γ(B∞) ∩ B∞ = ∅ pour tout γ ∈ Γ \ Γ∞. Par maximalite´, l’un des
horodisques γ(B∞) est tangent a` B∞.
Proposition A.4 (Seppa¨la¨-Sorvali). Nous avons ω ≥ 4, ainsi l’horodisque B∞ se
projette dans X sur une re´gion cuspidale d’aire au moins 4. De plus, il y a e´galite´
si et seulement si X est isome´trique au pantalon a` trois pointes.
14
Remarque A.1. (1) La preuve ci-dessous est une version tre`s le´ge`rement
modifie´e de celle de [SS93], plus dans l’esprit de [Ada87]. Nous de´terminons
le cas d’e´galite´, contrairement a` [SS93].
(2) On montre plus facilement (sans recourir aux cercles isome´triques) que
toute pointe de X admet pour voisinage une re´gion cuspidale d’aire 2, et
que ces voisinages sont disjoints.
De´monstration. Soit γ un e´le´ment de Γ \ Γ∞ envoyant B∞ sur un horodisque
qui lui est tangent, nous supposons cet horodisque centre´ en 0 et l’appelons B0.
L’isome´trie γ−1 envoie les horodisques B0 et B∞ sur deux horodisques tangents,
plus pre´cise´ment sur B∞ = γ
−1(B0) et Bb = γ
−1(B∞). L’indice b ∈ R de´signe le
centre de l’horodisque. Quitte a` conjuguer γ par une puissance de z 7→ z+ω, nous
supposons b de module minimal parmi les points de Γ∞ · b.
En appliquant le lemme A.3 aux homographies γ±1, il apparaˆıt que les cercles
I(γ±1) sont de rayon 1 et centre´s en 0 et b. Ces cercles e´tant disjoints, nous avons
|b| ≥ 2. Par minimalite´ de |b|, nous trouvons |ω| ≥ 2|b| ≥ 4.
Pour identifier le cas d’e´galite´, nous allons le´ge`rementmodifier la situation. Nous
posons B∞ = {z ∈ C ; Im(z) > 1/2} et Γ∞ = 〈z 7→ z+2〉. Les cercles I(γ±1) sont
alors de rayon 1/2 et tangents. Disons que I(γ±1) est le cercle de rayon 1/2 centre´
en ±1/2. Dans ce cas, nous avons explicitement γ : z 7→ −z/(2z − 1). On conclut
en remarquant que z 7→ z + 2 et γ forment un base du sous-groupe de congruence
modulo 2 de PSL(2,Z), dont le quotient est une sphe`re a` trois pointes. 
Le fait suivant est bien connu :
Corollaire A.5. Aucune ge´ode´sique ferme´e simple de X n’entre dans la re´gion
cuspidale image de l’horodisque {z ∈ H ; Im(z) > √1 + ω2/4 }. Ainsi, aucune
ge´ode´sique ferme´e simple d’une surface hyperbolique orientable n’entre dans une
re´gion cuspidale d’aire 2.
De´monstration. Tout releve´ d’une ge´ode´sique ferme´e simple est disjoint de son
image par z 7→ z + ω. 
A.0.3. Un lemme. Nous nous plac¸ons dans la situation du paragraphe pre´ce´dent.
Soit z0 ∈ H un point quelconque de partie imaginaire Im(z0) ≥
√
3.
Lemme A.6. Si γ est un e´le´ment hyperbolique de Γ dont l’axe pe´ne`tre B∞, alors
sinh
(







De´monstration. Nous notons d la distance de translation de γ le long de son axe,
et h la distance hyperbolique entre z0 et l’axe de γ. La distance de de´placement
de z0 par γ est donne´e par la formule :
sinh(dH(z0, γ(z0))/2) = sinh(d/2) cosh(h). (1)
Nous supposons que l’axe de γ est le cercle de rayon r > 0 centre´ en l’origine.
Dans ce cas, nous avons h ≥ ln(√3/r) soit cosh(h) ≥ (3 + r2)/2√3r. En utilisant
les e´galite´s de la fin du § A.0.1, nous trouvons
sinh
(
dH(z0, γ · z0)
2
)













Il ne reste plus qu’a` injecter les ine´galite´s R ≤ 1 (B∞ se projette sur une re´gion
cuspidale) et r > 1 (la ge´ode´sique γ de X pe´ne`tre cette re´gion cuspidale). 
